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E = Z0 + λZ1(E) + λ
2Z2(E) + λ




































Gell-Mann-Lowの定理とは無限大の過去から自由真空 |0¯〉に相互作用 λVˆ を断熱







Uˆϵ(0,−∞)は相互作用表示での t = −∞から t = 0までの時間発展演算子であり、









|i〉Vij 〈j| eiωijt (2.2)
ここで ωij = ωi − ωj、〈i| Vˆ |j〉 = Vijとした。
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T{Vˆint(t)Vˆint(t′)}eϵ(t+t′)dt′dt · · ·
(2.3)
このように結合定数 λで摂動展開される。λの次数は相互作用の回数を意味し例
えば n次の摂動項は−∞ < t < 0の間に n回の相互作用を受けた摂動状態を表す。
このダイソン級数は量子力学に限らず多体系の場の理論でも登場するとても汎




































































(ω0¯i + i2ϵ)(ω0¯i + iϵ)
)
(2.7)



































2E(2)n + · · ·
これらを (2.8)式に代入し λの次数ごとに整理すると、それは λについての恒等式
となるので、任意の次数で次式が得られる。
λ0; Hˆ0 |ψ(0)n 〉 = E(0)n |ψ(0)n 〉
λ1; Hˆ0 |ψ(1)n 〉+ Vˆ |ψ(0)n 〉 = E(0)n |ψ(1)n 〉+ E(1)n |ψ(0)n 〉
λ2; Hˆ0 |ψ(2)n 〉+ Vˆ |ψ(1)n 〉 = E(0)n |ψ(2)n 〉+ E(1)n |ψ(1)n 〉+ E(2)n |ψ(0)n 〉　
...
6
まず λ0式から見ていくと、これはまさに Hˆ0の固有方程式なので、固有状態 |n〉,
固有値 ωnが解となる。次に λ1において、λ0式の解を代入し |ψ(1)n 〉についてまと
めると
(ωn − Hˆ0) |ψ(1)n 〉 = (Vˆ − E(1)n ) |n〉 (2.9)
したがって左辺に逆演算子 1
ωn−Hˆ0 を左から作用させれば求めることができる。しかし、これは |n〉に作用するとき定義できないので、右辺に |n〉成分を含むか確か
める必要がある。試しに左から 〈n|を掛けてみると
〈n| (ωn − Hˆ0) |ψ(1)n 〉 = 〈n| (Vˆ − E(1)n ) |n〉
〈n| (ωn − ωn) |ψ(1)n 〉 = 〈n| (Vˆ − E(1)n ) |n〉







PˆnVˆ |n〉 E(1) = 〈n| Vˆ |n〉 (2.11)
ここで、演算子形式で記述するために補足的な射影演算子 Pˆnを導入した。定義、
性質は以下のとおりである。









ωn − ωi (2.12)
このように演算子法を用いた解法は任意の次数でも成立し systematicに摂動解
を構築できる。例として二次までの摂動解は下式で表される。
|ψn〉 = |n〉+ λ 1
ωn − Hˆ0








Pˆn 〈n| Vˆ |n〉 1
ωn − Hˆ0
PˆnVˆ |n〉 (2.13)
En = ωn + λ 〈n| Vˆ |n〉+ λ2 〈n| Vˆ 1
ωn − Hˆ0
PˆnVˆ |n〉 · · ·
また (2.12)式により、いつでも添え字を露にすることができる。〈i| Vˆ |j〉 = Vij,
ωi − ωj = ωijなどを用いれば

















· · · (2.14)






· · · (2.15)




















|φn〉 = λ 1
En − Hˆ0
PˆnVˆ |n〉 (2.17)












































En = ωn +∆nn(En) (2.21)












(En − ωj)(En − ωi) + · · · (2.22)











(En − ωj)(En − ωi) |j〉+ · · ·
(2.23)































(En − ωk)(En − ωj)(En − ωi) +O(λ
4) (2.24)



















































































































































このとき基底状態 n = 1に対するBW摂動公式は
E1 = ω1 + λV11 + λ
2 V12V21
E1 − ω2 + λ
3 V12V22V21
(E1 − ω2)2 + λ
4V12V22V22V21
(E1 − ω2)3 · · · (2.30)




E1 − ω2 + λ
2 V22V21
(E1 − ω2)2 + λ
3 V22V22V21






E1 = ω1 + λV11 + λ
2 V12V21
E1 − ω2 − λV22 (2.32)
|ψ1〉 = |1〉+ λ V21
E1 − ω2 − λV22 |2〉 (2.33)
当然、右辺は無限級数ではなくなり、λの 2次までの式で完結し E1, |ψ1〉につい
ての厳密な方程式を与える。そして (2.32)式はE1についての 2次方程式であり条





ω1 + ω2 + λ(V11 + V22) +
√
(ω12 + λ(V11 − V22))2 + 4λ2|V12|2
)
(2.34)
このようにN = 2の場合、BW摂動公式は (2.32)(2.33)式の書き換えのような再
総和を行うことで厳密なエネルギーを与えることが分かる。また今の場合、λは十
分に小さいとして幾何級数公式を用いたが、解析接続の観点から (2.32)(2.33)式は
























































1ˆ− (−iλ)Wˆ ]Pˆn |φn〉 = (−iλ)PˆnWˆ |n〉 , Wˆ = −i
Hˆ0 − En
PˆnVˆ (3.1)
ここで、冪等律 Pˆ 2n = Pˆnと二つの射影関係式 Pˆn |φn〉 = |φn〉、PˆnWˆ = Wˆ を用い






1ˆ− (−iλ)Wˆ ]PˆnGˆ = Pˆn, PˆnGˆPˆn = Gˆ (3.2)






Gjk = δik, for i, k ̸= n (3.3)
















WjβWβαWαi · · ·
(3.4)
このときWji を BW摂動論における基本的な遷移振幅もしくはプロパゲーター











+ + + · · ·
図 3.1: i ≠ jのときのダイアグラム
したがってその対角要素Giiは i→ iループグラフに対応し、摂動状態 |φn〉は全
グリーン関数を用いて形式的に以下の分離した式で書ける。















施したケットベクトル Gˆ|i〉 (i ̸= n)に焦点を当てて計算を進める。




そのとき、この分離表現において射影演算子 Pˆi,n ≡ Pˆn − |i〉〈i|を導入すると表記
は簡単になる。(これは |n〉, |i〉を除くすべての非摂動固有状態で張られる部分空
間Mi,nへの射影演算子であり、Pˆi,nGˆ |i〉 = |gi〉の関係が成り立つ)そして (3.6)式
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1ˆ− (−iλ)Wˆ ]Pˆ[pk]Gˆ[pk] = Pˆ[pk] k = 1, 2, . . . N − 1 (3.10)
ここでpkは変数 τ0, τ1, . . . τk−1から成る k-tupleであり、Pˆ[pk]は第 τ0, τ1, . . . τk−1準
位を除くすべての固有状態で張られた部分空間M[pk]への射影演算子である。























上式において |gτk〉[pk]はケットベクトル Gˆ[pk] |τk〉の非対角要素であり、またGij[pk]
は行列要素 〈i| Gˆ[pk] |j〉を表す。この再帰関係式は Gˆ[pk+1]によって非対角要素 |gτk〉[pk]
に含まれる τk → τkループグラフをGτkτk[pk]として分離できることを意味する。そ
れ故に (3.13)式を逐次的に実行し |gτ1〉[τ0]を展開したとき、全グリーン関数に含ま




う少し具体的に説明すると、この反復スキームでは各 i-step(i = 1, 2, . . . k − 1)に
おいて、Gˆ[pk]の τi列ベクトルに注目して計算を行うので、結果的に k-stepで定義
された物理量はそれまでの k-tuple [τk−1 . . . , τ1, τ0]に依存することになる。そのと
き、それらの pk依存性を Gˆ[pk]、Pˆ[pk]、M[pk]などと記述することにした。更に pk
について留意すべきことがもう一つあり、それは pkには τ0 = nとした主量子数
の集合 {1, 2, . . . N}の k-順列が代入されることである。このことは射影演算子の
各変数にかかる総和条件 τi ̸= τi′ for i′ < i < kからも理解でき、明らかにそれは
k-順列の生成スキームである。したがって、このことを考慮すれば pkの順序総数
np(k)、Gˆ[pk]の総数 nG(k)、M[pk]の次元は以下のように与えられる。
np(k) = N−1Pk−1, nG(k) = N−1Ck−1, dim(M[pk]) = N − k (3.14)
ここでnG(k)のカウントにおいて Gˆ[pk]は変数 τ1, τ2, . . . τk−1の入れ替えに対して対
称であることを使った。
最後に再帰グリーン関数の性質についてまとめると、k-step時の Gˆ[pk]はN − k
種類の分離されるべきループグラフ (i→ i ̸= τ0, . . . τk−1)をその行列要素に保有す
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る一方で、k種類のループグラフ (i→ i = τ0, . . . τk−1)は kステップ以降の再帰グ
リーン関数には現れない。これらは定義からも明らかで Gˆ[pk]はN − k次元の部分
固有空間でのプロパゲータ―であるゆえに、含むループグラフと含まれないルー
プグラフははっきりしている。後者は既に Gˆ[pi](i < k)の対角要素として分離され
ていることを意味し、図 3.2では Gˆ[pk]の導入アルゴリズムとその役割を示した。
特に (N − 1)-step時では分離されるべきループグラフは最後の一つとなり、それ
はこの反復スキームには終わりがあることを意味している。言い換えれば全部で













図 3.2: k-step時の再帰グリーン関数 Gˆ[pk]は部分空間M[pk]上のプロパゲーターと







1. (N − 1)-stepにおけるケットベクトル ∣∣gτN−1〉[pN−1]は任意の pN−1に対して
常に 0である。
2. 摂動状態 |φτ0〉を 0-stepにおけるケットベクトル |gτ0〉[p0]と形式的に見做すこ
とができる。
前者は (3.12)式から明らかであり、射影演算子 Pˆ[pN−1]は任意の pN−1に対して常
に 0である。一方で、後者は 0-step時の Gˆ[p0]を次のように置くことで達成される。
|gτ0〉[ ] = (−iλ)Gˆ[τ0]Pˆ[τ0]Wˆ |τ0〉Gτ0τ0[ ] → |φτ0〉 if we assume Gτ0τ0[ ] = 1 (3.15)
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ここで p0は 0-tupleに相当するので数学記法に則り、以降では [p0]を [ ]と記すこ
とにする。したがってこれら 2つの条件に従えば、初期条件を
∣∣gτN−1〉[pN−1] = 0と






|gτk〉[pk] , W˜τk+1τk = Gτk+1τk+1[pk+1]Wτk+1τk (3.16)
これらの置き換えの上でも先の二つ条件は変わらないことに注意:
∣∣g˜τN−1〉[pN−1] = 0














































W˜τk+lτk+l−1 · · · W˜τk+2τk+1W˜τk+1τk
)
(3.19)
このとき Q[pk+1] は集合 {1, 2, . . . α, . . . N |α ̸= τ0, τ1, . . . τk} を表し、ダミー変数
τk+1, . . . τk+lについての総和は全ての Q[pk+1]の l-順列をとるものとする。したがっ









W˜τlτl−1 · · · W˜τ2τ1W˜τ1τ0
)
(3.20)





























































た effectiveなダイアグラム (τk−1 → τk ̸= τk−1)を表しており、この解釈のもとで
はループグラフは摂動状態から完全に消えることになる。このことを明確にする
ために、次の shifted energy Eτk[pk]を導入し (3.20)(3.21)式を (3.24)式で置き換え
ると
Eτk[pk] = ωτk +∆τkτk[pk], k = 0, 1, . . . N − 1 (3.25)
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ここで自己エネルギー∆τkτk[pk]の定義式は






(−iλ)l+1Vτkτk+l · · ·Vτk+2τk+1Vτk+1τk









(−iλ)l Vτlτl−1 · · ·Vτ2τ1Vτ1τ0



















これは shifted energyについての (3.25)式から間接的に導くことができる。ま
ず留意すべき点として (3.25)式は Eτk[pk]についての nE(N)変数非線形方程式と
なることである。ある k に対する Eτk[pk] の数は対角要素 Gτkτk[pk] の数に等しく
(N − k)nG(k)であることを考慮すれば、具体的な総数 nE(N)は
nE(N) = 1 +
N−1∑
k=1
(N − k)nG(k) = 1 + (N − 1)2N−2 (3.28)
そして (3.26)式の自己エネルギーの変数を明示的に表記すれば
Eτk[pk] = ωτk +∆τkτk[pk](Eτk+1[pk+1] , . . . EτN−1[pN−1] ;Eτ0) (3.29)
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これもまたEτk[pk]についての再帰関係式であることがわかる。特に k = N − 1の
ときは任意のpN−1についてEτN−1[pN−1] = ωτN−1 +λVτN−1τN−1が成り立つので、こ
れを初項として逐次的に (3.29)式を使用すれば形式的に全てのEτk[pk]をEτ0 の連
分数関数として書くことができる。
Eτk[pk] = Zτk[pk](Eτ0) k = 0, 1, . . . N − 1 (3.30)
ここでZτk[pk]はEτ0についての有限連分数である。
そして k = 0のとき、Eτ0[ ] = Eτ0であることを思い出せば (3.30)式はEτ0につ
いての方程式となり















例として、N = 3, τ0 = 1のときの公式を以下に書き下すと
E1 = ω1 + i
[
(−iλ)V11 + (−iλ)2V12 −i














E2[1] = ω2 + i
[
(−iλ)V22 + (−iλ)2V23 −i
E3[21] − E1V32
]
E3[1] = ω3 + i
[
(−iλ)V33 + (−iλ)2V32 −i
E2[31] − E1V23
]










|ψ1〉 = |1〉+ (−iλ) |2〉 −i
E2[1] − E1V21 + (−iλ) |3〉
−i
E3[1] − E1V31
+ (−iλ)2 |2〉 −i
E2[31] − E1V23
−i




































部分Gτkτk[pk]に注目すると、部分空間M[pk]上の全てのループグラフ (τk → τk)は
single loop graphsの連結したダイアグラムで表現されることが分かる。さらに定
義式 (3.26)からも明らかなように自己エネルギー ∆τkτk[pk]自身も入れ子構造式に





∆τ0τ0[ ] ∆τkτk[pk] for 0<k<N












+ + · · ·
−i∆τkτk
−i∆τkτk −i∆τkτk
図 4.2: 再総和された遷移振幅 (−iλ)W˜τkτk−1




















Eτk[pk] = ωτk +∆
(m)
τkτk[pk]
+O(λm+1) k = 0, 1, . . . N − 1 (4.2)
ここで∆(m)τkτk[pk]は λのm次までの自己エネルギーである。この近似はRBW理論







H0 = diag(ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6, ω7) = diag(0.07, 0.30, 0.37, 0.48, 0.51, 0.80, 0.86)
V =

(0.26, pi ) (0.09, 4.48) (0.38, 3.39) (0.66, 4.82) (0.97, 2.66) (0.37, 3.97) (0.05, 0.53)
(0.15, pi ) (0.88, 0.18) (0.95, 3.57) (0.49, 1.10) (0.09, 5.68) (0.70, 1.95)
(0.48, pi ) (0.01, 1.47) (0.43, 1.04) (0.59, 0.77) (0.72, 6.06)
(0.44, pi ) (0.68, 5.91) (0.17, 1.04) (0.52, 4.69)
(0.49, 0.00) (0.99, 3.63) (0.96, 3.40)∗ (0.46, 0.00) (0.79, 6.26)
(0.22, pi )

ここで V はエルミート行列なので左下 (j < i)は Vij = V ∗jiで与えられ、またH0
とV の各要素は 0 ≤ ωi ≤ 1、|Vij| ≤ 1の領域からランダムに選んだ。そして上記
において要素 Vijを極座標点 (|Vij|, arg(Vij))で表記している。




































図 4.4: λ = 0.01のときの各エネルギー固有値に関する相対誤差の幾何平均。青/
赤の実線はそれぞれBW/RBW摂動論の結果を表す。
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m = 0, 1次の BW/RBW摂動公式はどちらも同じ精度の結果を与えているが、













E∗τ0 ̸= E∗τk[pk], k = 1, 2, . . . N − 1 (4.4)
そのとき RBW摂動公式で与えられる E∗τ0 と
∣∣ψ∗τ0〉はそれぞれ全ハミルトニアン












Eτ0 = Zτ0[ ](Eτ0 , λ) (4.5)
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図 4.5: エネルギー固有値の成長過程。実線 1©,. . . 7© はそれぞれ、第 τ0準位 (τ0 =

























図 4.6: 基底状態 |ψ1〉の構成成分の比率
27

























Eτk[pk] = ωτk +∆τkτk[pk], k = 0, 1, . . . N − 1 (5.1)
ここで自己エネルギー∆τkτk[pk]は





(−iλ)l+1Vτkτk+1Vτk+1τk+2 · · ·Vτk+lτk







(−iλ)l Vτ1τ2Vτ2τ3 · · ·Vτlτ0















E1 = ω1 + i
[
(−iλ)V11 + (−iλ)2V12 −i














E2[1] = ω2 + i
[
(−iλ)V22 + (−iλ)2V23 −i
E3[21] − E1V32
]
E3[1] = ω3 + i
[
(−iλ)V33 + (−iλ)2V32 −i
E2[31] − E1V23
]









|ψ1〉 = |1〉+ (−iλ) |2〉 −i
E2[1] − E1V21 + (−iλ) |3〉
−i
E3[1] − E1V31
+ (−iλ)2 |2〉 −i
E2[1] − E1V23
−i







































は部分空間M[pk]における single loop graphs、エネルギー固有状態は系のエネル







この再帰関係式 (3.12)は定義式 (3.10)から導かれる。まず初めに k-step時の再




1ˆ− (−iλ)Wˆ ]Pˆ[pk]Gˆ[pk]|τk〉 = |τk〉 (A1)




1ˆ− (−iλ)Wˆ ](Pˆ[pk+1] + |τk〉〈τk|)Gˆ[pk]|τk〉 = 0 (A2)
〈τk|
[
1ˆ− (−iλ)Wˆ ](Pˆ[pk+1] + |τk〉〈τk|)Gˆ[pk]|τk〉 = 1 (A3)
途中、Pˆ[pk+1]Pˆ[pk] = Pˆ[pk+1]を用いた。これらの式は合わせて (A1)式と完全に等価
であり、特に (A2)式は再帰関係式 (3.12)を導く一方で (A3)式は対角要素Gτkτk[pk]
についての (3.22)式を直接与えることに注意したい。




1ˆ− (−iλ)Wˆ ]Pˆ[pk+1] |gτk〉[pk] = (−iλ)Pˆ[pk+1]Wˆ |τk〉Gτkτk[pk] (A4)
これは |gτk〉[pk]についての発展方程式である。そして (k + 1)-step時の再帰グリー
ン関数 Gˆ[pk+1]の導入により |gτk〉[pk]は形式的に求められ
|gτk〉[pk] = (−iλ)Gˆ[pk+1]Pˆ[pk+1]Wˆ |τk〉Gτkτk[pk] (A5)










(Hˆ0 + λVˆ )






































|τk〉Vτkτl + |τ0〉Vτ0τl (A8)
これは相異なる i、jに対して τi ̸= τjとなる時に適用できる式であり、pl+1は集合
{1, 2, . . . N}の (l + 1)-順列であることを思い出せば問題なく使用することができ
る。
そして以下の証明では (A6)式を第 τ0とそれ以外の第 τ1, . . . τN−1成分に場合分け
して計算を続けることにする。まず第 τ0成分に対しては (3.25)式もしくは (3.21)
式を用いることで簡単に書き換えることができる。









W˜ ∗τlτl−1 · · · W˜ ∗τ2τ1W˜ ∗τ1τ0
)
= E∗τ0 |τ0〉 (A9)
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W˜ ∗τlτl−1 · · · W˜ ∗τ1τ0
)
(A10)








































W˜ ∗τlτl−1 · · · W˜ ∗τk+1τk
)(








































































W˜ ∗τkτk−1· · · W˜ ∗τ1τ0
)
(A16)





























W˜ ∗τlτl−1 · · · W˜ ∗τ1τ0
)
(A17)
ここで (3.25)式とE∗τlτ0 = E∗τl[pl] − E∗τ0を用いた。
そしてE∗τlτ0W˜ ∗τlτl−1 = −iVτlτl−1を用いて上式を整理すると、ちょうど最後の項を
残して全てキャンセルされる。最後に (A9)と (A17)を合わせて (A6)式の右辺を
書き直すと
(Hˆ0 + λVˆ )
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